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Streszczenie

Celem pracy jest pokazanie wplywu randomizacji na strukture modelu
doéwiadczeh blokowych. Rozpatrywane sg tutaj dwa rodzaje randomizacji,
randomizacja jednostek wewnqtrz blokoéw oraz randomizacja blokow. W obu
wypadkach rozwaza sie zagadnienie istnienia najlepszego estymatora
parametrow obiektowych. Rozwazania te obejmujq takze modele analizy
wewnqtrz i miedzyblokowej.

1. WSTEP

D3zenie do zwiekszenia precyzji eksperymentu lezy u podstaw teorii
uktadow blokowych. w tej pracy przesledzimy wplyw proceséw
randomizacyjnych na postacie modeli takich dofwiadczeri. Oméwiona tu bedzie
zaréwno randomizacja wewnatrz blokéw, Jjak i randomizacja blokéw.
Wyprowadzone modele, podobnie jak te rozwaZzane w pracy Kali (1990), beda
rozwazone 2z punktu widzenia mozliwos$ci uzyskania najlepszych liniowych
estymatoréw nieobcigzonych funkcji parametréw statych. W tym kontekscie
przedyskutowana bedzie praktyczna przydatno$é modeli analizy wewngtrz i
miedzyblokowej.

W pracy obecnej, bedacej kontynuacja poprzednich dwéch prac Kali
(1989, 1990), korzysta sie z pojeé i wynikéw tam wprowadzonych. Odwotania
do wzoréw i twierdzennh podanych w tamtych pracach poprzedzone s3

odpowiednio oznaczeniami I i II.

Sltowa kluczowe: addytywnosé, Jjednorodnos$dé, dodwiadczenia $lepe, modele
state, modele losowe, modele mieszane



2. RANDOMIZACJA JEDNOSTEK W POPULACJACH WARSTWOWYCH

Zastosowanie w eksperymencie randomizacji jednostek Jest podyktowane
przede wszystkim potrzebg ich modelowej unifikacji. Randomizacja jest przy
tym postepowaniem konkurencyjnym w stosunku do selektywnego wyboru
Jjednostek identycznych, ktéry jednakze nie zawsze moZe byé akceptowany,
gdyZz nieraz zbyt radykalnie modyfikuje populacje podstawowa na tle ktérej
formulowane maja byé wnioski koficowe. W dalszym ciagu zajmiemy sie
postepowaniem stanowigcym kompromis pomiedzy tymi dwoma sposobami
wyréwnania jednostek.

Przypusémy, ze populacja podstawowa Jjednostek eksperymentalnych Jest
skoliczona oraz Ze jednostki tego zbioru daja sie pogrupowaé w tzw. warstwy
zloZzone 2z jednostek charakteryzujacych sie identyczno$cia wartosci
ustalonego podzbioru cech wyréznionych. Grupowanie takie Jest szczegdlnie
tatwe, gdy wéréd cech wyréznionych s3 cechy dyskretne, badz, gdy bez
straty na doktadnogci opisu jednostek, niektére spo$réd wyréznionych na
nich cech ciagiych mozna skategoryzowad.

Formalizujac ten proces pPrzyjmijmy, ze cechy stanowigce podstawe
q

grupowania Jjednostek tworza podwektor x? e R

wyréznionych x,

- wektora cech

v
x = [ ’] € R¥a (2.1)

Przy czym q = q1+ Q,- Populac je ?" Jjednostek eksperymentalnych dzielimy
teraz na warstwy dokonujgc selekcji Jednostek identycznych wzgledem cech
ujetych w wektorze xz. W rezultacie k-ta warstwa Jjest zbiorem jednostek

(u‘k, % se00; W }, gdzie jednostka qu scharakteryzowana jest para
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Przy czym drugi z wymienionych tu wektoréw, x: y Jest taki sam dla

wszystkich jednostek tej warstwy.
W kazdej wyselekc jonowanej warstwie prowadzimy teraz randomizac je
Jednostek. W rezultacie Jjednostki k-tej warstwy moZna przedstawié za

pomocg wektoréw losowych x(“ll ALY = Lo @elAay Nk, kazdy o wartosci
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Macierz kowariancji dwéch zrandomizowanych jednostek pochodz3acych z
tej samej warstwy okre$la natomiast wzér

C(x(J)k'x(J-)k

| [sito
) = N_- 1[ -~ ] ’ I3 o s (2.7)
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przy czym kowariancja pomiedzy dowolnymi zrandomizowanymi jednostkami z
dwéch réznych warstw jest réwna zeru. W rezultacie jednostki wewngtrz
kazdej warstwy ch;rakteryzuje symetria rozktadu 13cznego, przy czym
wiasno$¢ ta w odniesieniu do cech zawartych w wektorze x° zostala uzyskana
poprzez selekcje, a w odniesieniu do cech zawartych w wektorze xl, poprzez
randomizac je.

Przedstawione rozwazania pozwalaja réwniez iatwo skonstruowaé model
Jjednostek wybranych losowo z populacji, w ktérej warstwy sa nieskoliczone.
W tym przypadku jednostki ustalonej, powiedzmy k-tej, warstwy beda

opisane zmiennymi losowymi xJk y J = 1, 2,... , kazda o wartosci
oczekiwanej
1 1
x M
E(x, ) = E| 3% = 3 (2.8)
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K k
gdzie u: Jjest wartos$cia oczekiwana warunkowa wektora losowego x1 przy
warunku x2 = x: y 1 macierzy dyspersji
' o
D(xlk) = s (2.9)
o o

gdzie !:1 Jjest warunkow3 macierza dyspersji wektora xl, gdy x2 = x:. W tym

przedstawieniu zmienne losowe dotyczace dwédch réznych jednostek beds
traktowane jako niezalezne.

3. MODELE BLOKOWE

Zajmiemy sie¢ teraz konstrukcja modeli dla eksperymentéw, w ktérych
zbiér T‘ ustalonych obiektéw jest poré6wnywany na jednostkach pochodzgcych
z populacji o strukturze warstwowej. Uwzglednimy tutaj populacje skoriczone
i nieskonczone, przy czym liczba warstw bedzie w obu przypadkach
skoficzona, a warstwy bed3 badz wszystkie zbiorami skoficzonymi, badz

wszystkie zbiorami nieskonhczonymi. Ponadto zatozymy, Ze w eksperymencie



wszystkie warstwy maja byé reprezentowane.

Na poczatek zauwaZmy, 2Ze postugujac sie randomizacja, w wypadku
warstw skolczonych, 1lub konstruujac préby proste, w wypadku warstw
nieskoliczonych, uzyskujemy wiasnos$é symetrii (wymienialno$ci) jednostek w
ramach poszczegélnych warstw populacji podstawowej. W zwigzku z tym
Jednostki tworzgce wspélna warstwe stanowia dogodn3 baze dla poréwnania
badanych obiektéw. Fakt ten winien byé uwzgledniony w planie eksperymentu,
ktéry okredla tym razem liczby replikacji dla poszczegélnych obiektéw w
ramach kazdej warstwy. Jezeli =zatem plan eksperymentu przewiduje s
replikacji dla s-tego obiektu w k-tej warstwie, to z warstwy tej nalezy
pobraé¢ prébe prosta (w wypadku warstwy nieskoficzonej Pm) lub prébe

zrandomizowang (w wypadku warstwy skoliczoej ?. ), o licznosgci n =
Kk
EZ_‘n.k. Przy B warstwach, pobranych préb bedzie B. Oznaczymy je

odpowiednio przez ?n " ?n ——— Pn i bedziemy nazywaé¢ blokami.
1 2 B
Z uwagi na wiasno$¢ symetrii (wymienialnos$ci) jednostek w blokach,

przydzielanie obiektéw do jednostek zrandomizowanych wewngtrz blokéw, a
doktaniej, do numeréw tych jednostek ustalonych w procesie randomizacji,
Jest zupelnie dowolne. Oczywiscie musi by¢é ono zgodne =z planem
dos$wiadczenia, ktéry winien gwarantowa¢ pozadany stopien spbéjnosci i
efektywnosci ukiadu, a takze uwzgledniaé koszt eksperymentu. W tym sensie
proces randomizacji jednostek nie stoi w sprzecznogci =z teorig
optymalno$ci uktadéw dodwiadczalnych (poréwnaj Harville, 1975, 8.27).
Kolejnym elementem wymagajacym sprecyzowania Jjest cecha badana. Tak
jak w przypadku modeli juz rozwazanych, jest ona kombinacja liniowag cech
wyréznionych na jednostkach, ktéra obecnie mozna zapisaé¢ w postaci

x’a = (x')’a' + (x*)'a’ , i
gdzie al i ~ 83 podwektorami wektora a odpowiedniego rozmiaru. ZauwazZmy,
2e w tym przedstawieniu faktycznie tylko pierwszy sktadnik reprezentuje
zmienng losow3, natomiast skladnik drugi jest stala charakterystyczna dla
kazdego bloku.

Korzystajac ze wzoréw (2.3), (2.4), (2.8) i (2.9) mozna tatwo ustalid
parametry cechy badanej. Warto$é oczekiwana i wariancje dla jednostek
k-tego bloku wyrazimy w dalszym ciggu uzywajac oznaczen
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Chcac opisaé¢ potencjalng obserwacje cechy badanej uzyskanej na J-tej
Jednostce w k-tym bloku poddanej dziataniu s-tego obiektu zauwazmy, ze
Jjesli tylko w odniesieniu do wszystkich obiektéw i jednostek bioracych



udziat w eksperymencie speiniona jest zasada addytywnodci, to kazdy blok
stanowi w istocie proste doswiadczenie, w ktérym cecha badana moZe byd
wyrazona zgodnie z réwnoscia (II.4.1). Stad obserwacje te mozemy zapisadé w
postaci

Vi (8) = Ve oty (3.4)
gdzie y N reprezentuje wartod$é cechy badanej na j-tej jednostce w k-tym
bloku "wolnej" od dziatania obiektu s, natomiast t. Jjest efektem obiektu s
Jjednakowym dla wszystkich Jjednostek potraktowanych tym obiektem.

Zwréémy tutaj uwage, 2ze przyjecie =zasady addytywnosci oznacza w
istocie =zignorowanie tzw. efektu interakcji blokowo-obiektowej. Gdyby
takie wspéidziatanie miato byé w modelu uwzglednione, naleZaloby w
réwnosci (3.4) efekt t. zastapié efektem tk. uzalezniajac go tym samym od
bloku. Taka modyfikacja réwnosci (3.4) daje sie tatwo uzasadnié, Jesli
proces modelowania oprzeé o stabsza zasade zachowania symetrii. Mimo tej
mozliwos$ci, prowadz3acej do Jeszcze bardziej rozbudowanych modeli, w
dalszym ciagu postapimy tradycyjnie, zgodnie z zasad3 addytywnosci.

Biorgc teraz pod uwage rowno$é (3.4), oznaczenia (3.2) i (3.3) oraz
fakt skorelowania jednostek zrandomizowanych, wyrazony relacja (2.7),
moZemy zapisa¢ dwa modele dla wszystkich obserwacji zebranych w wyniku
pPrzeprowadzenia eksperymentu blokowego. Dla populacji nieskoficzonej mamy
mianowicie model

{y, D'm + A’t, diag:_ ((o?

A u,.*°:’ln )} X s cr_, (3.5)

n @
k k

a dla populacji skoficzonej
{7, D'm + &', diag} (o2 (1 -Ls )) 4oy, Fii e 1w 836)

R [R SN . x k

gdzie

y = (y“(l).y“(l).-.-.yn‘B(V))' (3.7)

Jest wektorem obserwowanych zmiennych losowych, wektor t okreslony jest w
(I1°455),

m youe bl )2 (3.8)

u,l' u, 2 u,B
Jjest wektorem nieznanych efektéw blokowych,

D’ = diag,_,(1_) (3.9)
k

Jest nxB-wymiarowa macierzg dla blokéw, a

A’ = (diag] (1) ):...:diag] (1’ ))’ (3.10)

i1 iB

jest nxv-wymiarowa macierza okres$lajaca przyporzadkowanie obiektéw do

Jednostek w kolejnych blokach.



Jak tatwo zauwazyé, w obydwu wyprowadzonych modelach wartosci
oczekiwane 83 takie same, natomiast macierze dyspersji s3 rézne. W modelu
(3.5) obserwacje nie s3 skorelowane, a 13czna liczba komponentdéw wariancji
jest réwna B. S3 nimi wielkosci

a:-o:’k+a:.k=1. o ept . (3.11)

W modelu (3.6) obserwacje wewnatrz blokéw s3 skorelowane, a 13czna
liczba komponentéw wariancji Jjest o Jjeden wieksza. Blizsza analiza
wymienionych parametréw pozwala stwierdzié, Ze zmniejszenie wielkosci
komponentéw, co w przypadku rozwazanych modeli wpiywa na poprawienie
precyzji eksperymentu, jest zwigzane z taka selekcja Jjednostek, ktéra
dostarczy warstw o mozliwie najmniejszym rozproszeniu jednostek, przy czym
jest to wazne tylko dla tych cech wyréznionych, ktére w kombinacji (x‘)’n1
wystepuja z niezerowymi wspéiczynnikami. Gdyby rozproszenie to mozna byio
zaniedbaé, wtedy macierze dyspersji obu modeli zredukowalyby sie do
struktury prostej. Analogiczng redukcje moznaby uzyskad, gdyby cecha
badana byia kombinacja liniowa tylko tych cech, ktére stanowia podstawe
tworzenia warstw, a w konsekwencji blokéw. Kladac mianowicie a' = o0 mamy
a“'k =0dlak=1, 2,..., B.

Z tej ostatniej obserwacji wyptywa praktyczny wniosek méwigcy o
konieczno$ci tworzenia blokéw w oparciu o te ich cechy, ktére moga mied
istotny wplyw na zachowanie cechy badanej.

Zauwazmy takZe, Ze spelnienie réwnosci

’ (3.12)

ktéra nazwiemy warunkiem jednorodnoéci blokéw, powoduje uproszczenie
struktury macierzy dyspersji w obu modelach. Model (3.5) staje sie wtedy
modelem stalym ukitadu blokowego. Charakteryzuje go prosta postaé macierzy
dyspersji z jednym komponentem wariancji o? = o: + 0:- Teoria tego modelu
jest dobrze opracowana (patrz np. Pearce i in.,1974).

Model (3.6), przy spelnieniu warunku jednorodnos$ci, pozostaje na-
dal modelem mieszanym, lecz liczba komponentéw wariancji redukuje sie do
dwéch. W obu tak uproszczonych modelach estymacja parametréw statych
oparta na metodzie najmniejszych kwadratéw, dostarcza estymatoréw naj-
lepszych w klasie estymatoréw liniowych i nieobciazonych. Spostrzezenie to
w odniesieniu do modelu (3.5) z warunkiem (3.12) jest oczywiste. W
odniesieniu do modelu (3.6) wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Jezeli w modelu (3.6) spelniony jest warunek (3.12),
to najlepszym liniowym estymatorem nieobcigzonym dowolnej estymowalnej
funkcji parametrycznej Jjest estymator otrzymany metoda najmniejszych
kwadratoéw.

Dowod. W $wietle lematu II.B wystarczy sprawdzié prawdziwos$é
nastepujacej relacji
R{V(D’':A’)} c R(D’:A") , -



gdzie

v = diag:_‘(l:n -1y ) = L = o'diac (‘l 1' ’

a macierze D’ i A’ okreslone s3 odpowiednio w (3.9) i (3.10). W tym celu
zauwazmy, 2Ze

’ ’ B ;. ’
W’ = p'{1_ - di‘gk-l(Nklnk)D j A
co implikuje R(VD’') c R(D’) c R(D':A’). Z kolei VA’ = A’ - D'Z, gdzie

N (nnx L (e n")

Stad R(VA’) c R(D’:A’). o

Wazno$¢ warunku jednorodnos$ci blokéw dla problemu estymacji w
modelach (3.5) i (3.6) podkresla jeszcze bardziej kolejne twierdzenie.
Zanim jednak je sformulujemy, wprowadzimy pojecie bloku zdegenerowanego.
Okreslenie to bedziemy wigza¢ z blokiem, ktérego jednostki nie s3 poddane
dziataniu Zadnego obiektu, b3adZ 2z blokiem, w ktérym wszystkie jednostki
poddano dzialaniu tego samego obiektu.

Twierdzenie 2. Jezeli w modelach (3.5) i (3.6) warunek jednorodnosci
blokéw nie jest spetniony, a bloki nie s3 zdegenerowane, to nie istnieje
najlepszy liniowy nieobcijZony estymator wartosci oczekiwanej wektora Y.

Dowod. Poniewaz macierz jednostkowa nalezy do klasy macierzy
dyspersji modelu (3.5), wiec w $wietle lematu II.B najlepszy liniowy
nieobcigZzony estymator wartosci oczekiwanej w tym modelu istnieje wtedy i
tylko wtedy, gdy

R(Vk(b':A‘)} c R(D':A’) dla k =1, 2,..., B, (3.13)

gdzie
Vk = diag(O.....In . ) (3.14)
k
Reszte dowodu poprowadzimy nie wprost pokazujac, Ze warunek (3.13)
Jjest sprzeczny 2z zaloZeniem o braku blokéw zdegenerowanych. W tym celu
zauwazmy, 2Ze dla ustalonego numeru bloku k relacja (3.13) implikuje
istnienie takich macierzy A i B, Ze

va’ = D'A + A'B .

Poréwnujac wybrane wiersze macierzy VRA’ oraz D'A + A’B, a doktadniej

wiersze odpowiadajace pierwszemu i k-temu blokowi, mamy w szczegbélnosci

0=(1 :0:...:0)A + diag" (1 )B (3.15)
n‘ i=1 nil

oraz

. v - & o - ' s v
dlag‘_ (ln‘k) = (0.....lnk.....0)A + dxag‘_l(ln‘k)i = (3:16)
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Mno2z3c réwnosé (3.15) lewostronnie przez macierz diag' (n_‘l' ) mamy
1=1 417 n

B = —(1':...:0)A ’ (3.17)
skad, po podstawieniu do (3.16), wynika réwnosé

diag:_i(ln‘k) = [(o:...:xnk:...:o) - (1nk:o:...:o)]A s (3.18)

W rezultacie warunek (3.13) implikuje relacje

R(diagz_!(lnlt)) c R(l“.) . (3.19)
ktéra jest mozliwa tylko wtedy, gdy k-ty blok jest zdegenerowany.

Analogicznie przebiega dowéd w odniesieniu do modelu (3.6), w ktérym
warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia estymatora najlepszego jest
réwniez uktad relacji (3.13), lecz z macierzami Vk postaci

vV = diag(o,...,1 -%3 . .. .0 .
k n Nk n,

Powtarzaj3c przytoczone wyZej argumenty tatwo uzyskaé¢ réwnosé

(r - 1 J )diag' (1 ) = (-1 :0:...:1 . STOYR',
n N. n, im1 By n, n,

ktéra ponownie implikuje relacje (3.19). o

Wykorzystujac przedstawione tu rezultaty, a warunek (3.12) jedno-
rodnosci blokéw w szczegbélnodci, mozZna stwierdzié, z2e eksperymenty ze
stalymi blokami moga mieé zastosowanie, je$li grupowanie Jjednostek w bloki
tak eliminuje ich zmienno$é, 2e w pryzmacie cechy badanej jednostki w
blokach mozna uznaé za identyczne, tj., gdy o:’k = D-dla ERS. FRNY TR
lub je$li grupowanie w bloki zapewnia co najmniej jednakowa wariancje
cechy badanej w blokach, tj., gdy a:,t = o: dliaski=.1, 2,.%., B (poréwna j
Kempthorne, 1952, s.166). W tym drugim przypadku precyzja eksperymentu
bedzie oczywiscie mniejsza, a sensowno$é¢ blokéw uzasadniona tylko wtedy,
gdy oczekiwane stale efekty blokowe beds sie faktycznie réznity. Warto w
tym miejscu zauwazyé, ze pot3czenie twierdzenn 1 oraz 2 prowadzi do
wniosku, iz dla modeli dof&wiadczeh z blokami niezdegenerowanymi réwnosé
(3.12) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia najlepszego
liniowego estymatora wartosgci oczekiwanej wektora y. Oznacza to, Ze jezeli
nie moZemy zapewnid Jednakowej wariancji w kazdym bloku, to nalezy =z
uktadu o blokach stalych zrezygnowadé. W przeciwnym bowiem razie nie tylko
komplikuje sie analiza wynikéw eksperymentalnych, ktéra uwzgledniaé¢ musi
model mieszany 2z wieloma komponentami wariancji, ale takze, jed$li nie
przede wszystkim, staje sie niemozliwe wyznaczenie dla dowolnych
estymowalnych funkcji efektéw statych liniowych estymatoréw
nieobcigzonych, ktére mialyby minimalna wariancje.
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4. RANDOMIZACJA WARSTW

Unifikacja jednostek eksperymentalnych w populacji rozwarstwionej
uzyskiwana w wyniku randomizacji Jjednostek w warstwach prowadzita w
konsekwencji do modeli, w ktérych stale efekty blokéw pojawiaja sie w
wartodéci oczekiwanej obserwowanego wektora y, a rézne komponenty wariancji
wystepuja w kolejnych diagonalnych podblokach macierzy dyspersji wektora
Y. A punktu widzenia estymacji najefektywnie jszej doswiadczenia
odpowiadajace tym modelom s3 przydatne tylko wtedy, gdy uda sie zapewnid
spelnienie warunku jednorodnos$ci blokéw, tzn., gdy w strukturze macierzy
dyspersji wektora y kolejne podbloki diagonalne faktycznie nie zaleza od
réznych komponentéw wariancyjnych. Moze sie jednak okazaé, 2Ze wspomniana
wlasnodéé jednorodnosci blokéw nie jest mozliwa do osiggniecia. MoZzna wtedy
dazyé do uproszczenia struktury macierzy dyspersji wprowadzajac dodatkowa
randomizacje warstw.

Niech jednostki populacji podstawowej beda pogrupowane w B warstw

{u }, k = 1, 2,..., B, wzgledem cech stanowigcych

S R ulkk
podwektor x?> wektora x € RY cech wyréznionych. Wprowadzajac teraz,
podobnie jak w paragrafie I.5, zmienne losowe Grk okreslone na zbiorze
wszystkich permutacji indekséw warstw, wektor reprezentujacy (J)-ta
zrandomizowana jednostke w (k)-tej zrandomizowanej warstwie moZemy zapisad

w postaci

x(Jk) = 2:-16rkx(4>r y (4.1)
gdzie x(“r jest (Jj)-ta zrandomizowana jednostk3 r-tej warstwy. Poniewaz
zmienne losowe Srk i > s3 niezalezne, wiec korzystajac z z (2.3) mozZna
tatwo ustalié, ze

=1
1ye *
E(x(Jk)) "B r-lE(x(J)r) 3 [ ;z] y (4.2)
gdzie
=1 _ 1 SR
il W ?.,N 2 (4.3)
-2 Y lr x2 (4 4)
B r=1 r } ¥
Podobnie, korzystajac z wiasnos$ci zmiennych ark , mamy
’ - ’
E(x(Jk)x(J-k-)) - z:-lE(arksrk-)E(x(J)rx(J‘)r) " (4.5)
|
- z:-}?;:-l(arksr'k')E(‘(J)rx(1°)r')

L 4k
£ { 2:-1 e 350 (J')r) 2 k=k

B(B-1) 2? 2? (j)rXZJ')r-) » Pk

r-l r'-l
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Na mocy (2.3), (2.5), (4.5) oraz (4.2) macierz dyspersji zmiennej

x(kj) pPrzyjmuje postad

D(x<1k>)= %iztln(x(J)l)+%i:-ls(x(J)r)E(x:J)r)—E(x(Jt))E(x:Jk)) (4.6)

i 1 11 12
PR et 8 P
o o F3t F23

P el @O EGH - B RGN

gdzie

Pl F e - B RGN - ) (4.7)
P2 LB ) - B R .

Z kolei macierze kowariancji dwéch Jjednostek z tej same j

zrandomizowane j warstwy oraz 2z dwéch réznych zrandomizowanych warstw 83
odpowiednio postaci

o -
c(x(Jk)’x(JOI)) "B z:-ac(x<1>r"<3->r) » (4.8)

sl %z-tg(x(l)r)z(':.’_)r) = E(x )E(x' )

(¥1'$) [¥E1'S)
-1 —1 g1 4
=[B:-1Nr-lr ]#F, im 3,
o
oraz
T ey ,
c(x(Jk)'x(J'k')) ~ B(B-1) z:-lzz'-lE(x(J)r)E(x(J-)r-) 4 (4.9)
rMpe.
’ __:1_
= %’ zz-lE(x(J)r)z:--iE(x(J-)r') "B -1 2 k = k-
gdzie

11 12

F F

poizkeo ;
B -1 F3t F2?

Przy czym podbloki macierzy okreslone s3 w (4.7).

Wyprowadzone parametry pozwala jag stwierdzié, Ze Jednostki

eksperymentalne w populacji warstwowej ze zrandomizowanymi jednostkami i
ze zrandomizowanymi warstwami maja wlasno$é symetrii (wymienialnosci)

wewngtrz warstw. Modelowo wszystkie jednostki opisane s3 zmiennymi

losowymi o wspbélnej wartosci oczekiwanej. Ponadto Jednostki wewnatrz

warstw maja Jjednakowe macierze dyspersji oraz Jjednakowe
kowariancji.

macierze
Macierze kowariancji jednostek z réznych warstw, choé réwne

pomiedzy soba, réznia sie jednak od macierzy kowariancji jednostek
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wewnjatrz warstw. Tak wiec wiasnod$é symetrii przysluguje jedynie jednostkom
wewn3atrz warstw.

Uzyskane rezultaty daj3 sie bezposrednio przeniedé na przypadek
populacji 2z warstwami nieskolficzonymi. Jednostki uzyskane w procesie
losowania wewnatrz warstw, ktére poddano randomizacji, moZzna przedstawid
xl(.>, gdzie (k) jest
indeksem warstwy po randomizacji, a j jest indeksem jednostki wewnatrz
warstwy. Parametry tych zmiennych latwo wyznaczy¢ uwzgledniajac we wzorach
Juz wyprowadzonych parametry okreslone w (2.8) i (2.9), a takze biorac pod
uwage fakt niezaleznosdci jednostek w warstwach. I tak, z réwnosci (4.2),

za pomocg wektoréw losowych. Oznaczymy je symbolem

po uwzglednieniu (2.8), mamy wartosé oczekiwang

‘-ll
E(xJ(k)) = e . (4.10)
x
gdzie wektor x2 okreslony jest w (4.4), a
i = %;:_!,.1 . (4.11)

Ze wzoru (4.6), po uwzglednieniu (2.8) i (2.9), mamy

Dlxy,) = [ %.z:;l!:‘ : ] 3 [ ::: ::: ] ’ (4.12)
gdzie
ot = LD ued) - BE @),
o7 = LB ) - B R = () (4.13)
Hluzptt
I wreszcie ze wzoréw (4.8) i (4.9) oraz réwnosci C(er,xJ.r) =0

wynika, 2ze macierz kowariancji pomiedzy dowolnymi jednostkami tej samej

wybranej losowo warstwy jest Jjednakowa i ma postad

c( ) =@, de= el (4.14)

x
xJ(k)' EXd'S)

podczas, gdy macierz kowariancji pomiedzy jednostkami =z dowolnych dwéch

zrandomizowanych warstw ma postad

_1 .

i R L

1= - (4.15)

x x
JC) " Tjecked

gdzie podbloki macierzy ® okreélone sg w (4.13).

W rezultacie mozna stwierdzié, zZe w przypadku populacji z warstwami
nieskonhczonymi, randomizacja warstw prowadzi do wlasnosgci symetrii
(wymienialnos$ci) Jjednostek podobne j do tej scharakteryzowanej w

odniesieniu do populacji z warstwami skoficzonymi.
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5. MODELE ZE ZRANDOMIZOWANYMI BLOKAMI

Przez modele ze zrandomizowanymi blokami bedziemy rozumieé modele
dostosowane do opisu dos$wiadczenn, w ktérych ustalone obiekty tworzace
zbiér T' 83 pordwnywane w oparciu o Jjednostki pochodz3ace 2z populacji
warstwowej, przy czym uzyskane 83 one w wyniku losowania, lub
randomizacji, wewn3trz warstw oraz randomizacji samych warstw.

Na poczatek rozwazymy populacje skoficzong =z B warstwami o
liczebnos$ciach odpowiednio N1, N’,..., N'. Utworzenie préby jednostek
eksperymentalnych stanowigcych podmiot dzialania obiektéw polegaé bedzie
na zrandomizowanym wyborze b warstw, a nastepnie na pobraniu b préb

zrandomizowanych ?n ’ ?n g ey ?n z kazdej spos$ré6d warstw wybranych.
1 2 b
Z uwagi na wyprowadzong w poprzednim paragrafie wiasnosé¢ symetrii

jednostek tworzacych warstwy, obiekty bed3a mogity byé skutecznie
poréwnywane na Jjednostkach pochodz3cych z tej samej warstwy, Fakt ten
winien by¢ uwzgledniony w planie eksperymentu, ktéry dla zachowania
mozliwoéci nieskrepowanego wyboru warstw musi ponadto spetniaé¢ warunek

laxk{nk) < -inu{Nu} o (56.1)

Poza wymienionymi ograniczeniami, przyporzadkowanie obiektéw do
poszczegdlnych jednostek, a dokiadniej, do numeréw jednostek w blokach,
mozZe przebiegaé zupelnie dowolnie byle niezaleZnie od wyniku randomizacji.

Ceche badana okreélimy standardowo za pomoc3a réwnosci (3.1). Tym
razem jednakZe obydwa skladniki reprezentuja zmienne losowe z parametrami
okreélonymi we wzorach (4.2), (4.6), (4.8) i (4.9). W rezultacie
potencjalng obserwacje uzyskang 2z (Jjk)-tej zrandomizowanej jednostki
eksperymentalnej, na ktérej zastosowano s-ty obiekt, wyrazimy réwnoscia

(3.4). Model wektorowy wszystkich obserwacji przyjmuje ostatecznie postadé

{r, m1_+ A’t, %L‘:_‘a:‘r(ln = ﬂ;rb’p) % o:(n'n — %Jn) + a:In) y (5.2)
Y S k=L By BB,
n N
k k
gdzie
Y2 Ty (1007, ()aee ey, (D)
A’ = (diag]_ (1) ):...:diag]_ (1] ))’ , (5.3)
i i
P
D’ = dlagk_‘(lnk) y (5.4)
to= (t ot seeent)’
m = (x')’a' + (x*)'a’ , (5.5)
o = —B— a'Fa , (5.6)

£ B-1
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przy czym podbloki macierzy F okreélone 83 w (4.7), a komponenty a o r =
15251~ <5 By wi(3.3).

W przypadku populacji 2z warstwami nieskolficzonymi budowa modelu
potencjalnych obserwacji przebiega podobnie, z tym, ze Jego struktura jest
ustalona z wykorzystaniem wzoréw (4.10), (4.12), (4.14) i (4.15).
Wektorowa postaé modelu wyglada ostatecznie nastepujgco:

2 2 T PRI §
{r, -1“+ A't, (a“ + a.)ln + af(D D BJ")) ’ (5.7)
’“uc ’o + k=1, 2505¢; by b.s B,
gdzie tym razem parametr wspélny ma postad
e (;‘1)'.1 " (;2)'.2 3

natomiast komponenty a: i a: okredlone s3 wzorami

o= a'Sa , (5.8)
a: = % z:_la:'r s (5.9)

Poréwnujac przedstawione tu modele z modelami (3.6) i odpowiednio
(39895 wyprowadzonymi w paragrafie 3, tatwo zauwa2yé, Ze maj3 one prostrza
strukture wartosci oczekiwanej oraz bardziej wyréwnang strukture macierzy
dyspersji, w ktérej poszczegélne podbloki diagonalne zaleza od tych
samych komponentéw wariancji, mimo 2Ze komponentéw tych jest wiecej. W
modelu (5.7) pojawilt sie komponent o:, okreslony w (5. 8) i wyrazajacy
miedzywarstwowa wariancje cechy badanej, oraz komponent a bedacy $rednia
arytmetyczng wariancji okre$lajacych zmiennos$é wewnatrz poszczegblnych
warstw. Nalezy tu podkres$lié fakt zaleZznos$ci parametru o2 od wszystkich
warstwowych komponentéw wariancji az ot 1, 2,..., B, a nie tylko od
tych odpowiadajgcych warstwom reprezentowanyl w dos$wiadczeniu.

W strukturze macierzy dyspersji modelu (5.2) poza komponentami a: i
a: wystepuja Jjeszcze wszystkie komponenty warstwowe a:,r, mognly
&5 A L3RR Kazdy 2z nich pojawia sie w modelu Jako wspbéiczynnik
poprzedzajacy macierz

D'D =L . (5.10)

Wszystkie macierze Lr. r=1, 2, ...,B, 83 nieujemnie okreslone, przy czym
wlasnos$é ta jest w istocie konsekwencja warunku (5.1). Warto tu odnotowaé,
2e unifikacja macierzy Lr, prowadzaca do redukcji liczby komponentéw
wariancyjnych w modelu (5.2), a tym samym do uproszczenia modelu, ma
miejsce, gdy wszystkie warstwy s3 jednakowo liczne, czego JjednakZe nie
naleZy utoZsamiaé z Jjednakow3a wielko$cia blokéw.

Strukture macierzy dyspersji modelu (5.2) mozna réwniez przeksztalcid
korzystajac z nastepujgcej tozsamosgci:
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% z-lalal r(ln = # D'D) - (Il - # D.D)a: J
5 r H
gdzie komponent a: okreslony jest w (5.9), a

N, = B/Z:_”“;’(a:' /92

jest wazong sdrednia harmoniczng liczebnosci warstw Nr. r= 1, 2, «¢¢9B.
Model o tak przeksztalconej macierzy dyspersji, pozornie zaleznej tylko od
trzech komponentéw a:, a: p ) a:,
Calinskiego i Kageyame (1988).
Naktadajac na modele (5.2) i (5.7) dodatkowe warunki, moZna

wyprowadzié 2z nich jeszcze inne modele znane w literaturze. I tak,

pokrywa sie z modelem wyprowadzonym przez

przyjmujac, 2ze liczba warstw B rosnie nieograniczenie i réwnoczesnie
wariancje warstwowe o:’r. r=1, 2, ..., 83 ograniczone (skad wynika, 2Ze
a: < @), model (5.7) redukuje sie do modelu rozwazanego przez Pattersona 3
Thompsona (1971). Ten sam efekt mo2Zna uzyskaé¢ zakiadajac w modelu (6.2)
nieograniczony wzrost liczby warstw B 2z réwnoczesnym ograniczeniem
liczebnogci samych warstw Nr, r = 1, 2, ..., co przy skoliczonych
wariancjach a:,r. r=1, 2, ..., zapewnia zbiezno$é s$redniej harmonicznej
N, .

Warto tu jeszcze zaznaczyé, Ze przyjecie zaloZenia o nieograniczonym
wgrodcie liczby warstw B oznacza w istocie, 2Ze mamy do czynienia z pewn3
ich nieskoficzona populacja. W procesie zakiadania doswiadczenia bedziemy
gatem mieli do czynienia 2z prébg 1losow3g warstw, a to, w Swietle
twierdzenia 2.I, eliminuje konieczno$é ich randomizacji.

Nowa struktura macierzy dyspersji modeli (5.2) i (5.7) powoduje, 2ze
spelnienie warunku (3.12), jednorodno$ci blokéw, zmienia te modele tylko
nieznacznie, nie decydujac w szczegélnos$ci o istnieniu najlepszego
nieobci3aZzonego estymatora liniowego dla warto$ci oczekiwanej wektora y.
Okazuje sie, Ze istnienie takiego estymatora w przedstawionych tu modelach
nie jest uzalezZnione od wiasnoéci blokéw, ale zalezy od wybranego przez
eksperymentatora planu dodwiadczenia. Plan taki bedzie wygodnie
scharakteryzowaé poprzez okreslenie wiasno$ci tzw. macierzy incydencji N.
Macierz ta jest vxb-wymiarowa, a Jjej sk-ty element, n_ . jest liczba
powtérzen s-tego obiektu w k-tym bloku. Zwiazek macierzy incydencji z

macierzami juz wyprowadzonymi jest bezpos$redni i ma postad
N = AD’ , (:5-119)
gdzie macierz A’ okreslona jest w (5.3), a macierz D’ w (5.4).

Twierdzenie 3. W modelach (5.2) i (5.7) najlepszy nieobcijZony
estymator wartos$ci oczekiwanej wektora y istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

macierz incydencji planu eksperymentalnego mozZna przedstawié¢ w postaci

- s 9 ’
N = dlagh_‘(n'hlbh) . (5.12)
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gdzie g Jjest ustalong liczbg naturalng, g 2 1, bl+bz+...0b‘ = b

v‘+v2+...+v° = v, a n Jjest vh-wyliarowy- wektorem o skitadowych
h
naturalnych. Jezeli warunek ten Jest speitniony, to poszukiwanym

estymatorem jest estymator otrzymany metod3 najmniejszych kwadratéw.

Dowod. Wykorzystujac lemat II.B tatwo stwierdzié¢, 2e warunkiem
koniecznym i dostatecznym istnienia estymatora najefektywniejszego w
modelu (5.2) jest uktad inkluzji

RO(T_ -{; D'D)(1_:A")} c R(1_:A%) , r =1, 2,..., B, (5.13)
oraz -

R{(D'D - {;Jn)(zn:u)} c R(1,:A). (5.14)

W s$wietle relacji lne R(A’) i R(aA) = R(A), gdzie a » 0, ukiad
warunkéw (5.13) i (5.14) jest réwnowazny inkluzji

R(D’N’) c R(A’) , (5.15)

gdzie N jest macierz3 incydencji, okreslon3a w (5.11), a A’ jest macierz3
dla obiektéw, zdefiniowang w (5.3). Warunek (5.15) jest z kolei réwnowaZny
réwnosci

(1 - a’(aa%) alD’'N' = 0,
ktéra, wobec nieujemnej okres$lonosci macierzy ujetej w nawias klamrowy,
moze byé zapisana réwnowazZnie w postaci

HN' =0 , (5.16)
gdzie

H=D(I_ - A’(aa’)7'A}p’ = DO’ - N'(BA')'N .

Macierz H zwigzana jest z tzw. dualnym ukiadem blokowym. Jest ona stopnia
b i rzedu co najwyZej b-1. Wiadomo ponadto, Ze je$li rzad jej jest réwny
b-g, to macierz incydencji ma postaé

N = diag:_‘n = (5.17)

h
gdzie Nn Jjest vhxbh-wyniarowa podmacierza macierzy N, ktérej odpowiada
macierz

= 'y _ N? MY
H = DhDh Nh(AhAh) N

J . (5.18)

h

topnia b oraz rzedu b -1, D’ i A’ s3a podmacierzami odpowiednio
R h h %

macierzy D’ i A’ przyjmujacych wéwczas postaci D’ = diag:_‘D; oraz A’ =
diag:_lA;. co pozwala przedstawié¢ macierz H jako H = diag:_‘Hh. Zatem

przyjecie zalozenia, 2ze rzad macierzy H jest b-g (g21) pozwala w
rezultacie warunek (5.16) zapisaé jako ukiad warunkéw

HhN; =0, h =1, 2,c0¢, 8 » (5.19)
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gdzie maciersze -n okreslone s3 w (5.18).
Z drugiej strony tatwo sprawdzidé, 2ze lllb = 0, skad wynikaja

réwnosdci lhlb =0 dla h = 1, 2,..., g. Poniewaz réwnoczesdnie rzad(Hh) =
h

b -1 dla h =1, 2,..., g, wiec ostatecznie warunki (5.19) zachodza wtedy i
tylko wtedy, gdy kazda z macierzy N Jest rzedu jeden i taka, 2e R(I') <

R(l )» co kohczy dowéd twierdzenia w odniesieniu do modelu (5.2).
L

Dla zakoliczenia dowodu wystarczy zauwazydé, Ze warunkiem koniecznym i
dostatecznym istnienia estymatora najlepszego w modelu (5.7) jest inkluzja
(6.14), réwnowazna ze speinieniem relacji (5.15). o

W ugzupelnieniu udowodnionego twierdzenia wyrazimy jeszcze warunek
(5.12) bardziej bezposrednio. W istocie warunek ten oznacza, 2ze wszystkie
bloki w doswiadczeniu mozna podzielid na g (g21) grup, przy czym

(a) poszczegblne grupy zwijzane s3 z roziacznymi podzbiorami obiektéw
oraz

(b) w kazdym bloku ustalonej grupy obiekty replikowane 83 tak samo.

W szczegbélnosci z zasady (b) wynika wniosek, Ze w kazdej grupie bloki
obejmuja te sama liczbe Jjednostek, a w przypadku, gdy ukiad blokowy jest
tzw. ukliadem binarnym, tzn., gdy w kazdym bloku kazdy obiekt mozZe pojawid
sie co najwyzej raz, zasada (b) implikuje, ze kazdy z g podukiadéw
blokowych ma macierz incydencji Nh zlozong z samych jedynek, tj. Nh =

x' 1; AR g ety e
h h
Warto réwniez gzauwazyé, Ze macierz incydencji postaci (5.12) spelnia

réwnosd N = N(DD')“N'(AA')“N, ktéra jest warunkiem tzw. ortogonalnosci
ukladu blokowego (patrz Chakrabarti, 1962, Darroch i Silvey, 1963, a takze
Calinski i Kageyama, 1988).

Ponadto zwréémy jeszcze uwage na to, Ze przedstawiony w twierdzeniu 3
warunek istnienia estymatora najlepszego w modelach (56.2) i (5.7) jest
zbiezny z warunkiem sformulowanym przez Zmy$lonego i Kageyame (1987) w
odniesieniu do modelu o uproszczonej macierzy dyspersji, ktéry nietrudno
moZzna uzyskaé¢ z modeli tu rozwaZanych przyjmujac, Zze bloki stanowia prébe
prost3 z nieskoliczonej populacji blokéw (B = ).

6. MODELE ANALIZY WEWNATRZ I MIEDZYBLOKOWEJ

Spoéréd modeli przedstawionych do tej pory tylko nieliczne maja
szeroko rozwinieta teorie obejmujaca nie tylko estymacje nieznanych
parametréw, ale takze peina ich analize. Naleza do nich model (II.4.2), ze
stalymi parametrami obiektowymi, oraz model (IX.8:1) z losowymi
parametrami obiektowymi, obydwa odnosz3ace sie do populacji nieskoliczonej.
Wsréd modeli blokowych bogat3 teorie ma model (3.5) ze spetnionym
warunkiem (3.12) jednorodnosci blokéw. W podej$ciu tu prezentowanym
odpowiada on sytuacji, w ktérej populacja podstawowa P jest traktowana
Jjako zbiér b warstw nieskoficzonych i Jjednorodnych wzgledem cechy badanej,



19

przy czym z kazdej warstwy pobrano prébe losowa, stanowiaca blok, na

ktérego Jjednostkach rozmieszczono ustalone obiekty zbioru T .
Uwzgledniajac warunek jednorodnosci blokéw 0: ST o: 3 a: » = Ox?

model ten przyjmuje postad

{y, D'm + A’t, a’tn) v (6.1)"
gdzie
Y A% b
D’ = dl‘gkil(lnk) z (6.2)
A’ = ( diag]_, (1) ):...:diag]_ (1’ ))’, (6.3)
i1 ib

m i t s3 odpowiednio wektorami efektéw blokowych i obiektowych, a

2 2
g -0‘

jest sumg wariancji jednostek i wariancji biedu technicznego.

Model (6.1) odgrywa kluczowa role w teorii ukiadéw blokowych
(patrz np. Kempthorne, 1952, s.151, Scheffe, 1959, s.163, Pearce, 1983,
s.57) i jako taki przyjmowany jest powszechnie za podstawe analizy danych
eksperymentalnych. Jak juz powiedzieli$my, wymaga on jednak speinienia
warunku Jjednorodnosci blokéw, ktéry daje znaczne uproszczenia

+02
-

teoretyczne, lecz w praktyce eksperymentalnej moZze byé trudny do przyjecia
(patrz np. Kempthdrne, 1952, s.166).

Wolnymi od tego zatozenia s3, wyprowadzone w poprzednim paragrafie,
modele ze zrandomizowanymi blokami. Wyeliminowanie warunku jednorodnosci
blokéw nie usuwa jednakze wszystkich trudno$ci. Ich skale w zakresie
estymacji obrazuje twierdzenie 3, z ktérego w szczegélnos$ci wynika, Ze bez
spetnienia, przez plan eksperymentalny, do$é¢ restryktywnych warunkéw nie
mozna sie spodziewaé istnienia najlepszych liniowych nieobcijgzonych
estymatoréw dla dowolnych kontrastéw obiektowych. Poszukujac w tej
sytuacji rozwigzania kompromisowego dokonuje sie pewnych transformacji
modelu wyjéciowego. Stanowia one podstawe dla tzw. analizy wewn3trz
blokowej i analizy miedzyblokowej. Pojecia te funkcjonuja w teorii
eksperymentalnych ukiadéw blokowych od bardzo dawna, lecz w odniesieniu do
modeli =znacznie uproszczonych (por6wnaj dyskusje w pracy Hautmana i
Speeda, 1983, s.1072).

Transformacje, o ktérych wspomniano wyZzej polegaja na liniowym
przeksztalceniu obserwowanego wektora losowego y tak, aby catkowita
informacje w nim zawart3 rozdzielié na czes$é¢ mieszczjca sie wewnjtrsz
blokdéw i czes$é mieszczaca sie pomiedzy blokami. Algebraicznie proces
ten mozZna wyrazié toZzsamoscig

y = (I_-Pply+Ppy,

gdzie Pb' = D'(DD')"D jest operatorem rzutu ortogonalnego na
podprzestrzen rozpieta na kolumnach macierzy D’. Poniewaz iloczyn Dy jest

wektorem sum blokowych, a DD’ jest macierz3 diagonalng, ktérej kolejne
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niezerowe elementy s3 wielkod$ciami blokéw, tj. DD’ = d1ag (n ), wiec
transformacja Po,y polega w istocie na zastapieniu koleJnych sk!adowych w
wektorze y odpowiednimi $rednimi obiektowymi, natomiast transformacja (I -
D.)y polega na odjeciu od kazdej sktadowej wektora y odpow1ednieJ
8redniej blokowej. Pierwsza gz tych transformacji, ignorujaca zmiennosé
wewn3trz blokéw, prowadzi do analizy miedzyblokowej, a druga, eliminuj3ca
Srednie blokowe, prowadzi do analizy wewngtrzblokowej.

W celu uzyskania odpowiednich modeli dla analizy wewnatrz i
miedzyblokowej wystarczy zastosowad opisane transformacje do modeli
wczesdniej wyprowadzonych pPamietajac, 2Ze operator PD, speitnia réwnosdci
PD,D’ = D' oraz ’D'ln = 1n "

Model analizy wewnatrzblokowej wygodnie bedzie zapisaé korzystajac z
nastepujgcego oznaczenia

¢=1I- 'Dl ’ (6.4)

ktfire stosowane jest w teorii ukiadéw blokowych (patrz np. Pearce, 1983,
8.59). Uzycie tej transformacji sprowadza model (5.2) do postaci

{¢y, #a’t, 3¢} , (6.5)

" . -2
gdzie wariancja o° = c: + a:.

Zauwazmy, Ze je$li przeksztalcenie (6.4) zastosujemy do modelu (5.7),
to réwniez otrzymamy model (6.5). Oznacza to, 2Ze postaé¢ modelu dla analizy
wewn3trzblokowej nie zalezy od liczebnosci warstw w populacji podstawowej.

Wobec lematu II.A oraz idempotentno$ci macierzy ¢ tatwo
sprawdzié, 2ze w modelu (6.5) mozliwe Jjest wyznaczenie najlepszego
estymatora nieobcigzonego funkcji PA'L za posrednictwem metody
najmniejszych kwadratéw. Odpowiedni ukitad réwnan normalnych przyjmuje
wtedy postad

AdA’t = Ay , (6.6)

gdzie prawa strona stanowi w istocie poszukiwane estymatory dla funkcji
AgA’t. Poniewaz

848’1 = a1 = O, (6.7)

wiec funkcje te s3 faktycznie kontrastami efektéw obiektowych, przy czym
liczba liniowo niezaleznych kontrastéw mozliwych tu do wyestymowania jest
rowna rzedowi macierzy C = AgA’. Z uwagi na wlasnogé (6.7) rzad macierzy C
nie przekracza v-1, co stanowi maksymalng liczbe liniowo niezaleznych
kontrastéw mozliwych do ustalenia pomiedzy efektami v obiektéw. Widaé
zatem, Ze analiza wewngtrzblokowa mozZe dostarczyé estymatordéw dla pewnej
liczby kontrastéw obiektowych, a niekiedy nawet dla wszystkich poréwnan
miedzy nimi. Nalezy jednak pamietaé, Ze estymatory otrzymane z tej analizy
mimo, 2ze charakteryzuja sie wiasnoscia nieobcigZono$ci i minimalnogci
wariancji w modelu (6.5), to w ogélnogci nie posiadaja obu tych witasnosci

ani w modelu (5.2) ani w modelu (5.7). Wreszcie nalezy tu zaznaczyé, zZe
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réwnanie (6.6) pojawia sie takZe w trakcie analizy modelu (6.1). Wtedy
Jjest ono tzw. zredukowanym uktladem réwnan normalnych (poréwnaj np.
Houtman i Speed, 1983, s.1072).

Modele analizy miedzyblokowej otrzymamy dokonujgc transformacji za
pomoc3 operatora PD' lub réwnowaznie za pomoc3 macierzy D, ktéra wektor y
redukuje do wektora sum obiektowych Dy. Druga z tych mozliwos$ci, z uwagi
na rozmiary wektoréw i macierzy, jest wygodniejsza i sprowadza modele
(56.2) i (5.7) do postaci,

oy, N, 3 o2 oo~ koo')*1+ o((p0’)’- lpo’)1+ o?DO’}, (6.8)

b4 . s k=1, 2,404 b, b s B,
n N
k k

Dy, N't_, of1(00’)*- L(D0’)?) + 5700}, (6.9)

’“k & Pm ) R 15 &yeses Dy DB
gdzie N Jjest macierza incydencji, -a t. = mn+t jest wektorem nowych
parametréw, przy czym n jest wektorem wielkos$ci blokéw.

Tym razem uzyskane modele nie s3 identyczne, a ich przydatno$é w
zakresie estymacji Jjest uzalezniona od mozliwosci skonstruowania
estymatoréw kontrastéw obiektowych, ktére miatyby optymalne wlasnosdci.
Niekiedy taka mozliwo$é istnieje stajac sie zZrédiem dodatkowej informacji,
ktéra moze byé spozytkowana dla poprawienia estymatoréw uzyskanych =z
analizy wewngtrzblokowej.

Twierdzenie 4. W modelach (6.8) i (6.9) analizy miedzyblokowej
istnieje najlepszy liniowy nieobciaZony estymator dla warto$ci oczekiwanej
wektora Dy wtedy i tylko wtedy, gdy

R(DD’N’) < R(N’). (6.10)

Jesli warunek ten jest speilniony, to poszukiwanym estymatorem jest

estymator otrzymany metod3 najmniejszych kwadratéw.

Dowod. Na poczatek zauwazmy, Ze macierz DD’ jest nieosobliwa. Zatem
bez straty mozliwos$ci wyznaczenia estymatora najlepszego modele (6.8) i

(6.9) mozna przeksztaicié za pomoca macierzy (I)l)')—l,2

(patrz Baksalary i
Kala, 1980, s.914). W wyniku tego przeksztalcenia w strukturze macierzy
dyspersji pojawi sie macierz jednostkowa - w modelu (6.8) przy komponencie
0:, a w modelu (6.9) przy komponencie at. Stosujgc teraz do tak
przeksztaticonych modeli lemat II.B tatwo otrzymaé wniosek, Ze warunkiem
koniecznym i dostatecznym istnienia najlepszego nieobcigZonego liniowego

estymatora wartos$ci oczekiwanej E{(DD’)-t/zD'y) = (DD’)-‘/ZN't. Jjest

R{(DD’)(DD’) " *"?N’} c R{(DD’)"*"?N"} ,

ktéry jest réwnowazny inkluzji (6.10). Pozostata czes$é twierdzenia wynika
z lematu II.B bezposdrednio. a]



Nie trudno szauwazyé, Ze warunek (6.10) jest speiniony np. wtedy, gdy
DD’ = nolb. tzn. gdy ukiad blokowy jest wiagciwy, lub wtedy, gdy ukitad
blokowy jest zloZzeniem kilku podukiadéw witagciwych, kazdy dotyczacy innego
podzbioru obiektéw. W tej drugiej sytuacji ukiad blokowy jest oczywiscie
ukiadem niespéjnym. Warto réwnocgzednie gzagnaczyé, Ze 2Zaden z warunkéw tu
opisanych nie jest konieczny. Nie mniej, z powyzszych spostrzezen wynika,
Ze warto w procesie planowania dodwiadczenia dazyé do jednakowej wielkosci
blokéw.

Je$#li warunek (6.10) jest speiniony, to odpowiedni ukiad réwnan
normalnych przyjmuje postad

N(DD’) !Nt = N(DD')"'y , (6.11)

dostarczajac poszukiwanych estymatoréw dla liniowych funkcji e’t‘. w
przypadku, gdy DD’ = nolb réwnanie (6.11) redukuje sie do postaci

l.l’!.. = Ny . (6.12)

Zar6éwno réwnanie (6.11) jak i rdéwnanie (6.12) pojawiajg sie w teorii
ukladéw blokowych (patrz Pearce i inni, 1974, s.454 lub Pearce, 1981,
8.79), lecz ich wyprowadzenie zwigzane jest 2z modelami uzyskanymi w
oparciu o inne zatoZenia.

W szakohczeniu pragne wyragié podzigkowanie prof. drowi hab.
Tadeusgowi Calinskiemu ga uwaZne przestudiowanie wczesniejszych wersji
pracy oraz wnikliwe uwagi, ktore przyczynily sie do istotnego poprawienia
ostatecznego ksztal tu przedstawionej teorii randomizacji.

LITERATURA

Baksalary J.K., Kala R. (1981). Linear transformations preserving best
linear unbiased estimators in a general Gauss-Markoff model. Ann.
Statist. 4, 913-916.

Calinnski T., Kageyama S. (1988). A randomization theory of intrablock
and interblock estimation. Technical report No.230, Statistical

Research Group, Hiroshima University, Hiroshima, Japan.

Chacrabarti M.C. (1962). Mathematics of Design and Analysis of
Experiments. Asia Publishing House, Bombay.
Darroch J.N., Silvey S.D. (1963). On testing more than one hypothesis.

Ann. Math. Statist. 34, 555-567.

Harville D.A. (1975). Experimental randomisation: Who needs it? The Amer.
Statist. 29, 27-31.

Houtman A.M., Speed T.P. (1983). Balance in designed experiments with
orthogonal block structure. Ann. Statist. 11, 1069-1085.

Kala R. (1989). Elementy teorii randomizacji. I. Préba zrandomizowana.
Listy Biometryczne - Biometrical Letters 28, 41-55.



23

Kala R. (1990). Elementy teorii randomizacji. II. Modelowanie
dosdwiadczen prostych. Listy Biometrycsne - Biometrical Letters 27,
31-45.

Kempthorne 0. (1952). The Design and Analysis of Experiments. J. Wiley,
New York.

Patterson H.D., Thompson R. (1971). Recovery of inter-block information
when block sizes are unequal. Biometrika 38, 545-554.

Pearce S.C. (1983). The Agricultural Field Experiment. A Statistical
Examination of Theory and Practice. J. Wiley, Chichester.

Pearce S.C., Calinski, T., Marshall, T.F.de C. (1974). The basic
contrasts of an experimental design with special reference to the
analysis of data. Biometrika ©1, 449-460.

Scheffe H. (1959). The Analysis of Variance. J. Wiley, New York.

Zmy$lony Rea Kageyama S. (1987). Estimation of parameters in block
designs under mixed models. Preprint 379 Inst. Matem. PAN.

Praca wplynela 1 sierpnia 1988;
w wersji ostatecznej 26 pazdziernika 1990

ELEMENTS OF THE RANDOMIZATION THEORY.
III. RANDOMIZATION IN BLOCK EXPERIMENTS

Summary

The aim of this paper is to show the influence of randomization on
the structure of the model of block experiments., Two kinds of
randomization are considered, the randomization of units inside blocks,
and randomization of blocks. In both models the existence of best linear
unbiased estimators of treatment parameters is considered. The discussion

comprises also models for the intra-block and the inter-block analysis.

Key words: additivity, homogeneity, null experiments, fixed models, random
models, mixed models



